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形式 一 致 的 高 阶 修正 Komar 质 量 与 角 动 量 定义 式 
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摘要 : Komar 积 分 公式 可 以 方便 地 用 于 定义 渐 近 平 直 时 空 的 质量 与 角 动 量 。 但 是 ， 二 者 的 表达 式 在 形式 


上 上 不一致， 彼此 之 间 存 在 一 个 差异 因子 。 为 了 消除 这 种 不 一 致 性 ， 采 用 把 保持 微分 形式 次 不 变 的 微分 算 


子 作 用 于 1- 形 式 矢 量 场 来 生成 守恒 流 的 方法 ， 得 到 了 含 Killing 矢 量 非 线性 三 阶 导 数 项 的 修正 Komar 势 。 


关键 词 : Komar 积 分 ， 引 力 场 的 守恒 和 荷 ，Kerr 黑 洞 ，Myers-Perry 黑 洞 


了 中 


1 5l 


基于 该 势 的 守恒 荷 定义 实现 了 渐 近 平 直 时 空 的 质量 与 角 动 量 在 形式 上 的 一 致 性 。 


是 理论 物理 与 基础 数学 相关 和 


种 定义 渐 近 平 直 时 空 的 质量 与 


9 爱 因 斯 坦 的 广义 相对 论 诞生 以 来 ， 寻 求 引 力 场 的 能 量 、 动 量 和 和 角 动量 等 守恒 荷 的 恰当 定义 ， 一 直 
究 领 域 中 的 重要 疑难 问题 。 至 今 为 止 ， 在 广义 相对 论 框架 内 ， 已 存在 多 


角 动 量 等 守恒 蓓 的 方法 ， 其 中 包括 著名 的 Mgller 定 义 ，Landau-Lifshitz 定 


义 ，Penrose 准 局 域 守恒 荷 方法 ，Arnowitt-Deser-Misner(ADM) 公 


法 的 介绍 以 及 优 缺 点 分 析 ， 
式 回 给 出 的 质量 和 角 动 量 定义 。 


构造 的 2- 形 式 K = dé (文献 中 常 称 之 为 Komar 势 ， 也 可 基于 诺 特 定理 


N 式 以 及 Komar 积 分 公式 等 ， 对 这 些 方 


参考 文献 [1, 3 以 及 文中 所 引文 献 。 在 本 文中 ， 我 们 将 关注 由 Komar 积分 公 


该 定义 的 核心 涉及 到 学 者 Komar 在 1959 年 从 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 出 发 


这 里 上 为 表征 时 空 对 称 性 的 Killing 矢 量 场 。 在 余 维 -2 的 光滑 
D > 4) EFEN R Komar EEEN (E) B 


Ox(O=g f K 


通讯 作者 : pengjjph@163.com 


曲 


由 Einstein-Hilbert 作 用 量变 分 导 


Mod 上 对 势 K 进行 积分 ， 就 可 得 
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上 式 中 ， 曲 面 0 


Komar 椒 


DAMA 


是 类 时 坐标 为 常量 的 超 | 


时 空 的 守恒 荷 ， 


Perry 黑 洞 回 的 质量 与 


把 (1) 式 中 的 Komar 积 分 上 
第 一 定律 的 质量 与 角 动 量 ， 不 能 仪 是 
变 ， 若 MK 与 . 严 分 别 指 代 质 量 和 


这 里 以 及 下 文 一 


向 Killing 矢 量 场 。 很 显然 


FD —2)/(D 


WAT ZAH 


动量 。 但 是 ， 


JRE SK HEY 


CAKE 


简单 


自动 量 ， 则 它们 依次 记 为 


P Orl), 


MACE: & 指 代 与 质量 相对 应 的 类 时 Killing 矢 量 场 ， 而 上 5。 表示 与 角 动 量 相 对 应 的 类 空 贡 
，(2) 式 表明 ， 质 量 与 角 动 量 的 定义 在 形式 上 不 统一 ， 前 者 比 后 者 多 出 一 个 因 


一 3)。 特 别 地 ， 当 时 空 维 


献 [12] 中 称 之 为 


1 维 Komar 守 恒 荷 


根据 诺 特 定理 ， 


动量 而 言 ， 


如 原初 的 Komar 守 恒 荷 定义 所 示 ， 彼 此 之 间 存 在 差异 
到 形式 上 统一 的 Komar 质 量 与 角 动 量 定义 ， 


引力 场 的 守恒 荷 与 时 空 几 
与 之 相关 的 对 称 性 在 本 质 


HEIA, HI RIRE 
E 式 简单 ， 而 且 计 算 过 程 极 易 操作 ， 因 此 ， 它 可 以 非常 方便 地 
日 引 力 理论 中 的 转动 Kerr 黑 洞 由 


近乎 直 转 动 黑 洞 的 守恒 荷 时 ， 为 了 得 到 有 物理 
换 与 之 分 别 对 应 的 Killing 矢 量 


EAT at Fo 


{Fit ena E 


及 其 在 D 维 时 空中 的 一 般 性 推广 Myers- 
究 工作 表明 〈 在 下 一 节 中 即将 看 到 ) (6:7 s 9 10,101, 24 


Je = 5Ox(és) 


意义 的 满足 热力 学 
量 ， 二 者 相关 的 表达 式 也 应 做 改 


(2) 


度 D = 4 时 ， 计 算 Kerr 黑 洞 的 质量 与 角 动 量 表达 式 相差 因子 2， 文 


义 的 异常 因子 2 问题 。 
几何 的 对 称 性 之 间 存 在 一 一 对 应 关系 ， 对 引力 场 的 质量 和 角 


上 没有 区 别 ， 因 此 ， 


者 的 定 


中 出 现 的 异常 因子 2 问题 ， 并 通过 


途径 解决 了 该 问题 。 在 此 基础 上 ， 后 来 发 展 日 
的 Katz-Bicak-Lynden-Bell(KBL) 超 势 方法 [12, 13], 


子 亦 不 存在 。 除 此 以 外 ， 已 有 和 


方法 05， 16, 17] oe | 


究 中 还 


大 


F(D- 


在 工作 [12 


对 Einstein-Hilbert 作 上 


上 了 定义 爱 


忆 斯 坦 引力 


2)/(D — 3). 
2] 中 ， 学 者 Katz 首 次 讨论 了 四 维 
] 量 加 上 一 个 边界 项 来 修正 原初 的 Komar 势 这 一 


义理 应 在 形式 上 完全 一 致 ， 而 不 是 


为 了 消除 该 因子 ， 从 而 得 


给 出 一 些 别 的 方法 ， 


理论 守恒 荷 的 更 一 


例如 ， 经 


也 可 给 出 引力 场 质量 与 角 动 量 二 者 的 统一 定义 式 ， 尤 其 后 者 也 是 通 


献 来 消除 质量 与 
在 本 文 ! 


初 Komar 势 的 方式 提供 解决 该 问题 的 又 一 可 能 途径 


流 与 势 的 方法 ， 


的 所 有 可 能 的 三 阶 与 四 阶 微分 算 子 作 用 于 
在 此 基础 上 ， 由 流 与 势 的 散 度 关系 读 取 势 的 表达 式 ， 进 


动量 表达 式 的 差异 性 。 
， 针 对 因 差 异 因子 (D-2)/(D-=-3) 的 出 现 而 导致 渐 近 平 直 转动 Myers-Perry 黑洞 的 Komar 质 


量 与 角 动 量 定义 式 不 一 致 这 一 问题 ,我 们 将 通过 引入 Killing 矢 量 场 的 非 线 和 
体 地 ， 基 于 文献 [18, 19, 20] 中 构造 矢量 场 的 守恒 


Komar 守 恒 荷 定义 


般 方法 ， 即 所 谓 


基于 该 方法 ，D 维 Komar 质 量 定 义 式 中 出 现 的 异常 因 
的 ADM 定 义 上 9 以 及 协 变相 空间 


过 引入 边界 项 的 贡 


高 阶 导 数 项 来 修正 原 


把 刻画 时 空 对 称 性 的 Killing 矢量 场 与 守恒 流 均 视 为 1- 形 式 ， 然 后 让 保持 微分 形式 次 不 变 


统一 定义 质量 与 


动量 的 高 阶 修 


EKomar 势 。 


步 确定 线 怡 


Killing 矢 量 ， 并 对 生成 的 所 有 1- 形 式 取 线 怡 


组 合 系数 ， 


组 合 构造 守恒 流 。 


最 终 得 到 能 够 在 形式 上 
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本 文 结构 安排 如 下 : 在 第 二 节 中 ， 应 用 原初 的 Komar 积 分 公式 计算 任意 维度 Myers-Perry 黑 洞 的 质 


量 与 角 动 量 ， 得 到 有 物理 意义 的 结果 ， 从 而 证 实 Komar 守 恒 蓓 定义 中 质量 与 角 动 量 表 达 式 之 间 存 在 一 


lin 


个 不 同 的 因子 ; 在 第 三 节 中 ， 基 于 保持 微分 形式 次 不 变 的 微分 算 子 对 1- 形 式 Killing 矢 量 场 的 作用 ， 推 
导 Komar 流 与 势 的 含 非 线 性 高 阶 导数 项 的 修正 量 ， 然 后 给 出 形式 上 统一 定义 渐 近 平 直 时 空 质量 与 角 动 量 


的 修正 Komar 积 分 公式 ， 第 四 节 对 全 文 进行 总 结 并 对 结果 做 一 个 简单 讨论 。 


2 ， 任意 维 Myers-Perry 黑 洞 的 Komar 质 量 与 角 动 量 


学 者 Kerr 于 1963 年 找到 了 四 维 真 空 爱 因 斯 坦 引力 场 方程 的 第 一 个 稳 态 轴 对 称 解 上 由， 这 就 是 著名 


的 Kerr 黑 洞 解 。23 年 后 ， 学 者 Myers 和 Perry 实 现 了 Kerr 黑 洞 在 任意 D(D > 4) 维 时 空 的 推广 可， 文献 中 常 


称 之 为 Myers-Perry 黑洞 ， 它 在 高 维 广义 相对 论 与 黑洞 物理 学 中 有 着 重要 的 理论 意义 。 在 本 节 中 ， 我 们 


将 应 用 (2) 式 中 给 出 的 Komar 守 恒 荷 公式 来 计算 Myers-Perry 黑 洞 的 质量 与 角 动量 。 


首先 ， 给 出 D 维 Myers-Perry 黑 洞 线 元 的 具体 形式 。 该 黑洞 在 n 个 彼此 正 交 的 二 维 平 面 上 具有 n 


个 独立 的 转动 ， 可 由 a; 个 独立 常 参数 和 n 个 方位 角 6i(1 < i < ,0 < 9; < 27) 来 刻画 ， 其 中 n W 
fin = (D- e- 1)/2 ( 当 D 为 偶数 时 ==-1， 当 万 IAH) EKRA r, udi) 下 ( 按 惯例 ， 本 文 


约定 上 代表 类 时 坐标 ， 其 余 均 表示 类 空 坐标 ， 特 别 地 ，7 为 径 向 坐标 )，Myers-Perry 黑 洞 的 时 空 线 元 记 
为 [5, 6 


2m z 
2 a 2 | 2 2 2 2 2 
n+E 
2 2 2 十 
+ >, (r + a; dpi + ae (dt E > Qihi doi)” (3) 
其 中 函数 UV MV 表示 为 

nte ye n 

= Sgt Var To +a) 0 
i=1 {=l 


4£(3). (AA, Boom 与 黑洞 质量 关联 ， 所 有 ji BiR AMARO yw? = 1， 在 计算 守恒 
BMWS, WRI, By. WET ARME unel = V1 一 EE jy?， 每 个 的 取 值 范 


rey 


为 0 < Mi S 1(i =1,2,-:- n) 而 当 D 为 偶数 时 ， Hn+1 的 取 值 范围 是 1< Hn+1 < 1, Ff Hans = 0. 


接 下 来 ， 具 体 计 算 Myers-Perry 黑 洞 的 Komar 质 量 与 角 动 量 。 由 于 计算 过 程 中 需要 用 到 体 元 ， 在 此 给 
出 度 规 行 列 式 绝对 值 的 平方 根 ， 即 


UV TL By 
doe 6) 


Hnte 


通常 情况 下 ， 与 质量 和 角 动 量 对 应 的 类 时 与 类 空 Killing 矢 量 场 分 别 选取 为 6 = f Met) = FE 


FKomar K 的 定义 K = dt， 计 算 其 (t,7) 分 量 得 到 


Vor ( r) _ 2(D - 3)m TI} H LO (:) 


Hnte 
2(D—1 mai A hae j 
=ar" (y) = (a Amante Mits fl 6 


在 此 基础 上 ， 如 果 直 接 选用 (1) 式 来 计算 Myers-Perry 黑 洞 的 质量 和 角 动 量 ， 尽 管 可 以 得 到 有 限量 ， 但 它 


们 不 满足 黑洞 热力 学 第 一 定律 ， 故 应 当 排除 。 若 采用 (2) 式 中 的 Komar 质 量 与 角 动 量 定 义 ， 积 分 后 得 到 的 


结果 依次 表示 为 
Vp_2 l-e 
ND) = ee (r 2 ) i 
(i) _ Vp-2 
Jp) = ti (7) 


ERY, Vp- 表示 (D — 2) 维 单位 球体 的 体积 ， 由 下 式 给 出 


Qn (D-1)/2 
Vp-2 = Te) (8) 


最 后 ， 对 (7) 式 中 的 结果 做 一 个 简单 讨论 。Myers-Perry 黑 洞 的 Komar 质 量 和 角 动 量 与 其 它 一 些 代表 


性 方法 ， 其 中 包括 KBL 超 势 方 法 H2 19), ADM M4) 以 及 协 变相 空间 方法 05, 16, 蕊 等 ， 给 出 的 结果 完 


全 一 致 @ TB 9 10, 11, 200。 并 且 ， 这 些 守恒 量 完全 满足 黑洞 热力 学 第 一 定律 的 积分 与 微分 形式 (这 点 已 在 


比如 ， 可 以 参见 文献 [6, 了] 中 宇宙 学 常数 为 零 情形 的 Kerr-Ad8 黑 洞 热力 学 第 一 


不 少 研究 工作 中 得 以 验证 


定律 )， 因 此 它们 有 具有 物理 意义 。 特 别 地 ， 我 们 在 表 1〈Tab.1) 中 给 出 了 4 到 9 维 Myers-Perry 黑洞 的 质量 


ul 


与 角 动 量 的 详细 表达 式 。 但 是 ， 需 要 指出 的 是 ， 根 据 诺 特定 理 ， 原 则 上 来 说 黑洞 的 质量 与 角 动 量 的 定义 


在 形式 上 应 该 保持 一 致 ， 而 不 是 上 文 所 述 彼此 之 间 存 在 一 个 差异 因子 (D 一 2)/(D 一 3)。 为 此 ， 我 们 将 在 


下 一 节 中 分 析 如 何 通过 修正 Komar 势 来 消除 守恒 荷 定义 在 形式 上 的 差异 性 。 


表 1 ”4 到 9 维 Myers-Perry 黑 洞 的 质量 与 角 动量 


Table 1. Mass and angular momentum for Myers-Perry black holes in dimensions from 4 to 9 


维度 (i 取 值 ) 4(1) 5(1,2) 6(1,2) 7(1,2,3) 8(1,2,3) 9(1,2,3,4) 
体积 Vp_。 An Qn? ir? 7 1678 lrt 
质量 m drm gam E72m #2m arm 
角 动量 Ma; inma; Srmas ir?ma; 5 AT2mas 十 mma; 
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3 含 非 线性 高 阶 项 修正 的 Komar 积 分 


一 问题 ， 我 们 将 采 / 


的 高 阶 导数 项 来 修正 传统 的 Komar 流 ， 从 而 得 至 
导 过 程 中 ， 需 要 外 导数 d、 
者 性 质 的 了 解 以 及 它们 对 微分 形式 的 作用 


] 工 作 [18, 19, 20] 中 构造 与 矢量 场 相 对 应 的 守恒 流 与 势 的 方法 ， 尝 试 引 入 Killing 矢量 
平 直 黑洞 的 质量 和 角 动 量 的 统一 表达 式 。 在 推 


j 定 义 渐 近 
余 微分 算 子 6 以 及 达 朗 贝尔 算 子 


= yP 


在 微分 形式 F. XH 


3 


RI 


Jg = —6dé 


该 守恒 流 可 以 由 诺 特 定理 


符 6d、d6 和 


给 出 ， 故 也 称 为 诺 特 流 。 


可 以 参考 工作 [18, 19] 以 及 ] 


节 中 涉及 到 的 Myers-Perry 黑 洞 的 Komar 质 量 和 和 角 动 量 定义 之 间 存 在 差异 因子 这 


V, 等 F | 个 微分 算 子 ， 对 d、 6 和 =r 


其 中 所 引用 文献 。 


得 到 的 与 1- 形 式 Kiling 矢 量 上 6 对 应 的 Komar 流 .Jk 可 以 表示 为 Jk = -6K 


(9) 


此 外 ， 把 保持 微分 形式 次 不 变 的 所 有 三 个 二 阶 微分 算 
分 别 作用 于 Killing 矢 量 场 ， 然 后 取 三 者 的 线性 组 合 ， 


即 


Jem (£) = c dé + codd€+c3 


E (10) 


亦 可 得 到 Komar 流 ， 上 式 ! 


容易 验证 ， 只 要 让 三 个 组 合 系数 满足 2ci + cs 十 2 = 0，(10) 式 中 的 守恒 流 就 精确 回 


还 可 以 由 保持 微分 形式 次 不 变 的 微分 算 子 作 用 在 1- 形 式 Killing 矢 量 


1 此 可 见 ， 除 了 


自 诺 特定 理 统领 下 


的 ci、 


cz 和 cs 为 常 参数 。 根 据 Killing 矢量 满足 的 恒 等 


式 6€ = 0 和 6dé = 20, 


上 ， 然 后 对 所 有 生成 量 取 线 性 组 合 来 构造 守恒 流 。 


经 由 分 析 发 现 ， 
阶 导数 的 守恒 流 。 把 da、 
性 组 合 ， 


Est! 


除了 二 阶 守 恒 流 ， 
三 个 微分 算 子 所 有 可 能 生成 四 阶 导数 的 组 合作 用 在 Killing 矢 量 上 ， 并 取 线 
我 们 得 到 最 一 般 的 含 四 阶 导数 项 的 1- 形 式 ， 即 


》 二 阶 微分 rH IFP, Po, P3) = 


如 果 增 加 微分 算 子 的 个 数 ， 


ô 和 


3 
) = 5 Nig Pi PiE + ca6 


{j=l 


ath) (€ 


($d, dê, O), 


Aij 以 及 cs、 C5 


dé + csdD6é 


到 (9) 式 中 Komar 流 。 


我 们 可 以 继续 构造 含 Killing 矢 量 的 四 


(11) 


都 是 组 合 系数 。 上 式 看 似 复杂 ， 但 


是 ， 基 于 Killing 矢 量 的 性 质 以 及 时 空 几 何 度 规 满足 真空 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 Riv=0 这 一 事实 ， 为 了 保 


献 [20])。 取 (10) 与 (11 


stk, 和 ks。 是 对 (10)、 


当然 ， 理 论 上 可 以 继续 增加 微分 算 子 的 个 数 从 而 生成 任意 侦 数 阶 导 数 的 更 高 阶 的 守恒 流 ， 但 


) 两 式 的 和 ， 得 到 不 超过 四 阶 导数 项 的 守 4 


证 (11) 式 中 的 1- 形 式 对 任意 Killing 矢 量 始终 守恒 ， 则 仅 能 留 下 包含 


流 


mi 


J = (Sdé + koô ag) 


(11) 两 式 简化 后 重新 给 出 的 待定 系数 ， 


dé 的 这 一 项 (具体 过 程 可 以 参考 文 


(12) 


BROT = 0, 即 1- 形式 .7 恒定 守恒 。 


是 ， 如 工 
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作 [20] 所 示 ， 下 文 将 展示 含 四 阶 导数 的 守恒 流 能 够 符合 我 们 的 预期 ， 故 而 不 需 考虑 更 高 阶 导 数 项 。 与 通常 


的 Komar 流 比较 ，(12) 式 中 守恒 流 额 外 包含 了 Killing 矢 量 的 四 阶 导 数 项 ， 因 此 ， 后 者 可 以 看 作 前 者 的 高 


阶 修正 。 特 别 地 ， 在 工作 [20] 中 已 证 明 ， 


含 四 阶 导数 项 修 


质量 与 角 动 量 ， 而 这 恰好 是 原初 Komar 流 的 失败 之 处 。 


正 的 守恒 流 .7 能 够 统一 地 定义 渐 近 AdS 时 空 的 


根据 庞 加 莱 引 理 ， 一 个 无 散 矢 量 场 可 以 局 域 地 《〈 非 唯一 地 ) 表示 成 一 个 2- 形 式 的 余 微 分 。 因 此 ， 
在 (12) 式 中 守恒 流 的 基础 上 ， 由 关系 了 = 一 6K， 与 守恒 流 了 对 应 的 2- 形 式 势 上 直接 读 取 为 


为 了 便于 分 析 ， 借 助 引 力 场 运动 方程 ， 


dé 


K = ky (dé + k2Ddé) (13) 
上 式 中 高 阶 导 数 项 表示 成 
= OK = -2R°2V £odx" A da” (14) 


与 通常 的 Komar 势 K = dé 比较 ，(13) 式 中 势 多 了 一 个 三 


广 。 如 果 能 够 把 K 的 具体 形式 确定 下 来 ， 根 据 通常 的 做 法 ， 对 势 在 余 维 -2 的 曲面 上 进行 积分 ， 就 可 得 到 


与 Killing 矢 量 对 应 的 守恒 荷 定义 。 


在 本 节余 下 部 分 ， 我 们 将 详细 分 析 如 何 


Perry 黑 洞 的 质量 与 角 动 量 的 势 K。 首 先 ， 由 (14) 式 观察 到 ， 
了 一 个 黎 曼 曲率 张 量 因子 ， 基 于 渐 近 平 直 时 空 在 类 


阶 导数 项 比 Komar 势 衰减 更 快 ， 在 此 情 


阶 导 数 项 ， 因 此 ， 后 者 可 以 看 作 前 者 的 高 阶 推 


确定 (13) 式 中 的 两 个 参量 与 p>， 从 而 给 出 统一 定义 Myers- 


(13) 式 中 高 阶 导数 项 比 通常 的 Komar 势 增加 


网 


守恒 


就 不 符合 我 们 的 预期 目标 ， 即 期 望 基于 势 太 的 守恒 荷 定义 


守恒 量 与 Killing 矢 量 之 间 的 对 应 关系 ， 


令 它 进一步 表示 成 上 与 自身 的 内 积 62 = Ere, AY PA 


空 无 穷 远 处 黎 曼 曲率 张 量 为 零 这 一 事实 ， 我 们 发 现 高 


形 下 ， 如 果 仍 把 fa 当 常 量 处理 ，2- 形 式 上 中 高 阶 导 数 项 [2 口 久 对 
量 的 贡献 为 零 ， 势 K 实质 上 等 同 于 通常 的 Komar 势 反 ， 仅 能 单独 地 给 出 质量 或 角 动 量 的 定义 ， 如 此 


能 够 在 形式 上 统一 地 给 出 二 者 。 因 此 ， 考 虑 到 


可 以 尝试 视 k2 为 一 个 依赖 Killing 矢 量 的 变量 ，ks 的 标量 属性 可 


近 行为 来 获得 。 具 体 地 ， 基 于 渐 近 平 直 时 空 的 度 规 张 量 


与 守恒 荷 关联 的 Komar 势 的 分 量 K ~ O(r*-?)， 因 此 ， 
进一步 有 VDOR) ~ Or?) eR, AT RIE 


Rho ~ O(7!)， 这 里 需要 1 < 2。 对 Myers-Perry 黑 洞 而 言 ， 


应 的 类 时 Killing 矢 量 46 IY, €? ~ O(1), 


当 € 为 与 角 动 量 对 应 的 类 空 Killing 矢 量 6s IN, €2 ~ O(r?), 
贡献 。 鉴 于 的 特性 ， 可 令 ko 具有 形式 


ka = AE? 


Bl, Wh. = fA(62)， 其 恰当 形式 可 以 通过 分 析 势 的 浙 


于 列 式 满足 条 件 YV=g ~ O(r?)， 由 (6) 式 可 知 ， 


其 二 阶 导数 项 OK HEOK)" ~ O(r-?)， 


分 析 表 明 台 满足 ， 当 Killing 矢 量 为 与 质量 对 


Sr > oo 时 ，kzV=9( 口 K)”= 0， 即 高 阶 项 对 质量 贡献 为 零 


使 得 kpV 一 g( 口 K)*” ~ O(1)， 从 而 对 角 动 量 产 


(15) 
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这 里 和 ARERR. KH, ~Hk, RA (15) SUA, SEP CHS SEIE eC aT eT fA aE 
但 不 对 质量 带 来 贡献 。 
接 下 来 ， 我 们 确定 常量 与 的 具体 取 值 。 它 们 可 以 由 势 在 余 维 -2 的 曲面 92 上 积分 而 得 到 的 守恒 


荷 定义 


> 


a 4K (16) 


来 确定 。 上 式 中 ， 若 与 高 阶 导 数 项 口 45 相关 的 积分 定义 为 


Qunl6) = gf» (Cee) (17) 


当 QK 与 Q3tn 都 可 积 时 ， 利 用 (13) 式 中 势 k 的 定义 ， 可 由 二 者 的 线性 组 合 来 表示 守恒 荷 8， 即 


Q = ki [Qr (E) + AQsen(§)] (18) 


1(2) 式 中 Myers-Perry 黑 洞 的 角 动 量 定义 可 以 看 出 ， 为 了 让 守恒 荷 表 达 式 在 形式 上 统一 地 给 出 质量 和 和 角 


动量 的 定义 ， 从 而 消除 彼此 之 间 的 因子 差异 ， 需 要 确保 


Ql) = FFs Owl), QE) = irl) (19) 


联 立 (18) 与 (19) 两 式 解 出 系数 请 与 X\， 得 到 


_1D-2 = 1 Qk (Es) 
2D—3’ D — 2 Qstn(Es) 


kı (20) 


到 此 为 止 ， 为 了 完全 确定 和 ， 仅 需 基于 (3) 式 中 Myers-Perry 黑 洞 的 线 元 确定 Qk(&s) 与 Q3in(&s) 二 者 的 具体 
比值 。 利 用 (7) 式 中 的 结果 ， 前 者 是 角 动 量 的 两 倍 ， 而 计算 表明 后 者 取 值 为 


D-3 
Qstn (Es) = 45 OK Ss) (21) 
把 (21) 式 中 的 结果 代入 (20) 式 ， 得 到 
Dr+l m 


4(D — 2)(D — 3) 


最 后 ， 把 系数 与 的 取 值 代入 (13) 式 ， 我 们 得 到 含 非 线 性 项 的 高 阶 修正 Komar 势 


K= dé + ae (23) 


上 式 为 本 文 核心 结论 。 把 势 的 表达 式 代 入 (16) 式 中 的 守恒 荷 定义 ， 我 们 再 次 得 到 定义 渐 近 平 直 转 


动 Myers-Perry 黑 洞 的 质量 Mx 与 角 动 量 Jk 的 表达 式 ， 即 


Mk=Q(é), Jk=Q(és) (24) 
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与 (2) 式 中 Komar 和 守恒 荷 公式 比较 ， 显 然 ， 这 里 的 质量 与 角 动 量 表达 式 在 形式 上 完全 一 致 ， 也 就 是 说 ， 由 


于 Killing 矢 量 的 非 线性 高 阶 导数 项 的 介入 ， 原 存 于 Komar 积分 中 的 异常 因子 (D — 3)/(D - 2) 已 不 复 存 


在 。 这 样 ， 基 于 势 帮 的 守恒 和 荷 定义 式 (16) 能 够 一 致 地 给 出 (7) 式 中 Myers-Perry 黑 洞 的 的 质量 与 角 动 量 。 不 
仅 如 此 ， 由 于 类 光 Killing 和 天 量 与 自身 的 内 积 等 于 零 导 致 非 线性 高 阶 项 在 事件 视界 上 的 贡献 也 为 零 ， 含 非 


线性 高 阶 导数 项 修正 的 Komar 守 恒 荷 公式 还 可 统一 地 导出 Myers-Perry 黑 洞 的 热力 学 第 一 定律 的 Smarr 公 


REH, 


4 ”结果 与 讨论 


基于 Komar 守 恒 荷 定义 ， 计 算 了 任意 维 渐 近 平 直 转动 Myers-Perry 黑 洞 的 质量 和 和 角 动 量 。 计 算 


lin 


表明 ， 为 了 保证 所 得 结果 具有 物理 意义 ， 定 义 质量 与 角 动量 的 表达 式 之 间 必 须 存在 一 个 差异 因 
子 (D -2)/(D - 3)。 为 了 消除 该 因子 ， 借 助 保持 微分 形式 次 不 变 的 微分 算 子 对 1 形式 Killing 矢量 场 的 作 


用 ， 推 导出 了 含 Killing 矢 量 场 的 非 线性 三 阶 导 数 项 的 修正 Komar 势 ， 由 (23) 式 给 出 。 在 此 基础 上 ， 对 该 


高 阶 修 正 势 在 余 维 -2 的 曲面 上 积分 ， 得 到 了 形式 上 完全 一 致 的 质量 与 角 动 量 定义 式 ， 如 (16) 、(24) 两 式 
所 示 。 


尽管 导出 (23) 式 中 高 阶 修正 Komar 势 上 的 前 提 条 件 是 渐 近 平 直 时 空 的 度 规 张 量 满足 真空 爱 因 斯 坦 引 


力 场 方程 ， 但 是 ， 对 于 含 物质 场 的 爱 因 斯 坦 引力 理论 ， 如 果 物 质 场 在 无 穷 远 处 衰减 足够 快 ， 且 时 空 几 
HMPA, AC 应 该 仍然 可 以 给 出 质量 与 角 动 量 的 统一 定义 式 ， 例 如 ， 可 以 验证 ， 渐 近 平 直 转 动 带 


EKerr-Newman 黑 洞 的 质量 与 角 动 量 也 可 由 基于 势 的 守恒 荷 定义 统一 给 出 。 此 外 ，KBL 超 势 方法 与 协 


变相 空间 方法 均 是 通过 引入 边界 项 的 贡献 来 消除 Komar 质 量 和 角 动 量 表达 式 之 间 的 差异 性 ， 而 本 文 是 通 


过 引入 非 线 性 高 阶 导 数 项 来 解决 这 一 问题 ， 相 较 而 言 ， 本 文 的 结果 在 数学 结构 上 更 接近 于 原来 的 Komar 


形式 ， 但 是 ， 前 两 种 方法 都 是 在 诺 特 定理 的 引领 下 采用 变 分 原理 来 导出 守恒 流 ， 相 关 结 果 的 物理 和 几何 
基础 更 为 坚实 。 为 此 ， 也 可 仿照 KBL 超 势 方 法 中 的 处 理 方式 ， 在 Binstein-Hilbert 作 用 量 中 引入 一 个 恰当 


的 边界 项 ， 该 项 不 影响 场 的 运动 方程 但 对 流 与 势 带 来 页 献 ， 要 求 所 做 贡献 恰好 等 于 势 中 Killing 矢量 场 
的 非 线性 高 阶 导 数 项 。 这 样 ， 就 可 基于 诺 特 定理 对 作用 量 进 行 变 分 来 导出 本 文 的 修正 Komar 流 与 势 。 
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The unified higher-order corrected Komar formulas for 


mass and angular momentum 
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Abstract 


It is of great convenience to apply Komar integral to define mass and angular momentum of 
asymptotically-flat spacetimes.However, their expressions differ from each other in form due to the exis- 
tence of a different factor. In order to eliminate the difference between them, by utilizing the method in 
which the conserved current is generated via the action of the degree-preserving differential operators on 
a l-form vector field, we modify the conventional Komar potential by including a nonlinearthird-order 
derivative term of Killing vector.Conserved charges based on the higher-order corrected Komar potential 


unify the definitions of mass and angular momentum for asymptotically-flat spacetimes. 
Keywords: Komar integral, conserved charges for gravitational field, Kerr black hole, Myers-Perry black 


hole 
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